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摘  要：针对计算不便制约偏序集决策方法应用的应用问题.在原偏序集比较与排序公式基础上，分析了偏序集

上集、下集元素个数的计算过程，根据关系矩阵与偏序矩阵能够相互转换的原理，应用关系矩阵来表示上下集.

证明发现，上集对应与关系矩阵的列向量，下集对应与关系矩阵的行向量；多个偏序集的合成可以转换为多个关

系矩阵运算.结论表明，应用关系矩阵能大大简化运算，明显降低运算量. 

关键词：偏序集；多准则决策；Hasse 图；关系矩阵；Hasse 矩阵 

中图分类号：O 348.8              文献标志码：A                  文章编号：1008-0562(2018)01-0216-05 

Method of applying relation matrix to express the average  
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Abstract: To handle the calculation inconvenience restricting of the application of poset decision method, the 
calculation process of the element number in the upper set and lower set of poset is analyzed on the basis of the 
comparison and sorting formula of the original poset.   According to the transduction principle between relation 
matrix and partial ordered matrix, the applied relation matrix can be obtained to signify the upper and lower sets.  

It is proved that the upper set corresponds to the column vectors in relation matrix and the lower set to the row 
vectors.  The synthesis of multiple posets can be converted into the operations of multiple relation matrixes.  The 
results show that the applied relation matrix can greatly simplify the operation and reduce the computational 
complexity. 
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0  引言 

偏序集分析方法是一个非常有吸引力的决策

支持工具[1]，它不假定数据间是否具有线性关系，

也不假定数据分布特征[2]，是一种鲁棒性较佳的决

策方法.通过计算评价对象在偏序集上平均高度，根

据高度的大小对方案进行比较和排序 .目前，

Brüggemann[3-4]等人提出的计算公式，由于计算简

便，成为当前应用最多的方法之一.不过，该公式是

一个近似算法，为了提高计算精度，Loof[5]改进了

公式.不过，这两种计算方法仍然是复杂度较高的方

法，当偏序集元素较多时，计算会变得困难. 
对于一个偏序集而言，如果所有可能的线性扩

展被发现，那么通过它可以计算单个元素的平均高

度 [6-7]，不过线性扩展的计算是 Sharp-P-complete
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（P-complete）问题[8].Brüggemann 和 Loof 均是在

偏序集上集、下集和区间集基础上，构造平均高度

公式.如何计算偏序集的上集和下集，目前文献没有

给出可操作性的方法，一般通过偏序集的 Hasse 图

进行计算（或者 Hasse 矩阵）.不过，当方案数量较

多时，该法计算费时费力，容易出错.例如，文献[9]
中计算 13 个样本的上下集，有 3 个样本的计算存

在错误，错误比率达 23.8%.鉴于通过 Hasse 图计算

各方案的上下集容易出错，本文给出计算效率更高

的方法.实际上，偏序集的 Hasse 矩阵与关系矩阵是

一一对应的，文[10]给出二者相互转换的表达式.为
此，本文从关系矩阵来展示偏序集上、下集的数学

表达式，在此基础上给出简化的运算方法. 

1  偏序集平均高度 

1.1  偏序集基础概念 

定义 1  设 R 是集合 A上的一个二元关系，若

R 满足 

（1）自反性  对任意 x A∈ ，有 xRx； 

（2）反对称性  对任意 ,x y A∈ ，若 xRy 且

yRx ，则 x y= ； 

（3）传递性  对任意 , ,x y z A∈ ，若 xRy 且

yRz ，则 xRz . 

则称 R 为 A上的偏序关系[11]. 

定义 2  称 ( , , )A IC F  为评估值模型，其中

},,,{ 21 maaaA "= 为评估对象或方案集， ia 为第 i
个评估对象； 1 2{ , , , }nIC c c c= " 为评价准则集， lc
为第 l 个评估准则； { : | 1, 2, , }l lF f A V l m= → = "
为评估对象与评估准则之间的关系集，其中 ( )l if a
表示评估对象 ia 关于评估准则 lc 的测定值， lV 为属

性 lc 可能取值的全体，称为 lc 的取值域[12]. 

由于各准则可能具有不同的量纲和类型，在决

策前需要对各种数据进行规范化处理.设 ( )l if a 经

规范化处理后的值为 ( )l ic a ， ( )l ic a 表示 ia 在准则

lc 上规范化取值. 

定义 3  称 ( , )A R 为评估关系模型，其中

},,,{ 21 maaaA "= 为评估对象集， R 为评估对象

之间的关系集，即 ( )ij m mR r ×= ，其中 ( )= ,ij i jR R x x

表示 ix 和 jx 的一个二元关系[12]. 
在定义 1.3 中，若 i ja a≥ ，则 =1ijr ，否则

=0ijr ，则称 ( )ij m mR r ×= 为关系矩阵.在应用中，通

常用“≺”表示偏序集关系，集合 A和其上的偏序

关系≺一起称为偏序集，记为 ( , )A ≺ 。 

评价集 ( ), ,M A IC D= 构造的偏序集关系≺，

即对 ,x y A∀ ∈ ，有 

 njycxcyx jj ,,2,1),()( "≺ =≤⇔
 ，

（1） 

由于≺为 A上的偏序关系，因此 ( , )A ≺ 为偏序

集.为了区分由不同准则集生成的偏序关系，文献[8]

用 ( , )A IC 或 ( , )A IB 表示偏序集 ( , )A ≺ .为了避免

理解上的歧义，下文在必要时用 ( , )ICA ≺ 表示偏序

集 ( , )A ≺ . 

给 定 偏 序 集 ( , )A ≺ ， 称 集 合

( ) { }: :O x y A y x= ∈ ≺ 为 x 在 A上的下集；称集合

( ) { }: :F x y A y x= ∈ ≺ 为 x 在 A 上的上集；称集

合 ( )U x 为 x 在 A 上 的 不 可 比 集 ， 其 中

( ) ( ) ( )U x A O x F x= − − . 令 ( )O x 、 ( )F x 和

( )U x 分别表示 ( )O x 、 ( )F x 和 ( )U x 的元素个数. 

1.2  偏序集平均高度 

定义 4  设 ( , )A ≺ 为偏序集， :f A B→ 是映

射：若 ,x y A∀ ∈ ， ( ) ( )x y f x f y⇒≺ ≺ ，则称 f 是

单调映射（或称保序映射或序同态）.若 f 为保序的

双射且 ( ) ( )f x f y x y⇒≺ ≺ ，则称 f 为同构映射[13]. 

设 ( , )A ≺ 是偏序集， ( , )LA ≺ 为一线性序，若

存在映射ϕ，ϕ是从
1

( , )ICA ≺ 到 ( , )LA ≺ 上的保序

映射，则称 ( , )LA ≺ 为
1

( , )ICA ≺ 的线性扩展.关于线

性扩展的直观图解可参考文献[13].由于线性扩展

( , )LA ≺ 为一全序，将 m 个元素按由小到大分别赋

予秩次 1,2，"，m.于是对 x A∀ ∈ ， ( )rank x i= 表

示 x 处于线性扩展上秩次为 i .对于 x 在
1

( , )ICA ≺ 所

有线性扩展上的秩均值 ( )xρ ，Winkler 给出如下公

式[6] 
( ,  )

( )
rank x linearorder j

x
LT

ρ = ∑
，   

（2） 

( ,   )rank x linear order j 表示方案 x 在第 j 个线性

扩展上的秩次，LT 表示
1

( , )ICA ≺ 线性拓展的总数.

对于式（2），另一种等价表示形式为[5] 
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1
( ) ( ( ) )

n

i
x i rank x iρ

=

= ⋅Ρ =∑
，    

（3） 

其中， ( ( ) )rank x iΡ = 表示 x 秩次等于 i 的概率. 

根据式（2）或式（3）计算各方案的秩均值，

通过秩均值对方案进行排序 .给定一个偏序集

( , )A ≺ ，式（2）和（3）的时间复杂度为
2( )O n ，

随着方案数量的增加，会遇到难以计算的问题. 

为了降低计算难度，Brüggemann 等[3,9]应用上

集和下集提出了如下 

2
( 1) | ( ) |( )

| ( ) | | ( ) |
m O xx

O x F x
ρ + ⋅

=
+ ，    

（4） 

文献[5]在式（4）基础上提出两个改进公式，

在一定条件下提高了计算精度，但计算过程略显复

杂.  

2
( )

| ( ) ( ) |( ) | ( ) |
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |y U x

O x U yx O x
O x U y F x U y

ρ
∈

∩
= +

∩ + ∩∑
 ,
（5） 

3
( )

| ( ) | | ( ) |( ) | ( ) |
| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |y U x

O x F yx O x
O x F y F x O y

ρ
∈

⋅
= +

⋅ + ⋅∑
.
（6） 

2  排序公式的矩阵表示 

定理 1  若 ( )ij m mR r ×= 为 ( , )A ≺ 的关系矩阵，

RH 为 Hasse 矩阵.则 A的上集和下集元素个数为 

1 1
( ) , ( )

m m

i ti i it
t t

F a r O a r
= =

= =∑ ∑
,   

（7） 

证明  若 ( )t ia F a∈ ，根据上集概念知当

i ta a≺ ，有， 1tir = ；当 ( )t ia F a∉ ，则 0tir = ，故

ia 上集元素总数为
1

m
tit

r
=∑ ；若 ( )t ia O a∈ ，即根据

下集知 t ia a≺ 时，有 1itr = ；当 ( )t ia O a∉ ，则

0tir = ，故 ia 下集元素总数为
1

m
tit

r
=∑ .证毕. 

根据定理 1，式（4）和式（6）分别为 

1( ) ( 1) / ( )i it it ti
t M t M

a m r r rρ
∈ ∈

= + +∑ ∑
,    

（8） 

3
, 0

( )
tj tj

it tj
t M t M

i it
t M j M r r it tj ti jt

t M t M t M t M

r r
a r

r r r r
ρ ∈ ∈

∈ ∈ + =
∈ ∈ ∈ ∈

⋅
= +

⋅ + ⋅

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

,

（9） 

定理 2  若 ( )ij m mR r ×= 为 ( , )A ≺ 的关系矩阵，则

集合 ( ) ( )O x U y∩ 和 ( ) ( )F x U y∩ 的元素个数分别为 

1
| ( ) ( ) |

m

i j it it
t

O a U a r k
=

∩ = ⋅∑
,   

（10） 

1
| ( ) ( ) |

m

i j it it
t

F a U a r k
=

∩ = ⋅∑
,  

（11） 

式中， T( ) ( )ij m mk ×= = + − +K I E R R
，

TR 为 R
的转置矩阵，矩阵 I 和 E 分别为 

 

1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1

,

0 0 1 1 1 1

" "
" "

# # # # # #
" "

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

E I

 .

（12） 

证明  ( )ij m mr ×=R 为 ( , )A ≺ 的关系矩阵，若方

案 ia 和 ta 可比（ i t≠ ），则有 1itr = ， 0tir = 或

0itr = ， 1tir = ，整理有 1,it itr r i t+ = ≠ ；若方案

ia 和 ta 不可比，则 0itr = ， 0tir = ，即 0it itr r+ = .
若 i t= ，知 1it itr r= = 则 2it itr r+ =  

记
T ( )ij m mb ×+ =R R ，由上述分析可知，当

0itb = ，表明方案 ia 和 ta 不可比；当 1itb = ，表

明方案 ia 和 ta 是可比的 .当 2itb = ,表明方案

i t= . 
由于矩阵 +I E 和

T+R R 对角线元素均为

2，故 K 的对角元素值为零.由于矩阵 +I E 的非对

角线元素均为 1， T+R R 非对角可比元素均为 1，
则 1itk = ，表明方案 ia 和 ta 是不可比.当 0itk = ，

表明方案 ia 和 ta 是可比的. 

对于 ( ) ( )t i ja O a U a∀ ∈ ∩ ，等价于 ( )t ia O a∈
且 ( )t ja U a∈ ， 1itr = ， 1tir = .由于 ia 和 ta 不可

比 ， 故 1jt tjr r= = ， 对 应 的 1tjk = ， 于 是

( ) ( )t i ja O a U a∀ ∈ ∩ 等价表示为 1itr = ， 1tjk = .
元素个数表示为

1
| ( ) ( ) | = m

i j it itt
O a U a r k

=
∩ ⋅∑ . 

式（11）同理可证，证略.证毕. 
根据定理 2.2 知式（5）计算表达式分别为

2
, 0

(1 )
( )

(1 ) (1 )
ij ji

it jt tj
t M

i it
t M j M r r it jt tj ti jt tj

t M t M

r r r
a r

r r r r r r
ρ ∈

∈ ∈ + =
∈ ∈

⋅ − −
= +

⋅ − − + ⋅ − −

∑
∑ ∑ ∑ ∑

（13） 

定理 3  设 1 1 2 2( ), ( )ij ijR r R r= = 分别为偏序集

1 2( , ), ( , )A A≺ ≺ 的关系矩阵，给定偏序集 ( , )A ≺ ，

偏序关系 ≺ 规定为：对于 ,i ja a A∈ ，当且仅当

1 2,i j i ja a a a≺ ≺ ，有 i ja a≺ ，则 ( , )A ≺ 的上集和

下集元素个数分别为 
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1 2

1
( )

m

i ti ti
t

F a r r
=

= ⋅∑
 ，     

（14） 

1 2

1
( )

m

i it it
t

O a r r
=

= ⋅∑
.        

（15） 

证明  若 ( )ij m mR k ×= 为 ( , )A ≺ 的关系矩阵.只
需 证 明

1 2
ij ij ijr r r= ⋅ . 1 2,i j i ja a a a≺ ≺ ， 有

1 21, 1ij ijr r= = ，显然
1 2 1ij ijr r⋅ = ，此时 i ja a≺ ，

1ijr = ，故有
1 2

ij ij ijr r r= ⋅ . 
当其余三种情况，

1 1ijr = ，
2 0ijr = ，

1 0ijr = ，
2 1ijr = ，

1 0ijr = ，
2 0ijr = ，既有

1 2 0ij ij ijr r r= ⋅ = ，综

上可知
1 2

ij ij ijr r r= ⋅ ，进一步，根据定理 1 可知（14）
和式（15）成立. 

3  算例对比分析 

算例选自文献[9].在该文中，作者通过手工计算

应用式（4）给出了各元素的平均高度值.运算的偏

序集有 13 个元素，元素及元素间的关系展示见图

1.针对该偏序集，用本文方法计算各元素平均高度. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  偏序集的 Hasse 图 

Fig.1  load-step-AE count curve 

根据本文的计算方法，首先得到该偏序集的比

较矩阵，见表 1. 

 

表 1  比较矩阵 

Tab.1  comparison matrix 

  N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8 N9 N10 N11 N12 N13 

N1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 

N2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

N3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

N4 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 

N5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

N6 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 

N7 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 

N8 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 

N9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 

N10 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 

N11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

N12 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 

N13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

    
采用式（7）计算 13 个元素的上下集元素个数，

再应用式（4）计算各元素的平均高度，计算结果见

表 2.

 

 

N13 

N11 

N12

N10

N5 

N8 N6 N4
N1

N7

N2 N3 N9 
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表 2  平均高度计算值 

Tab.2  calculation value of the Average height 

 | ( ) |O x  | ( ) |F x  | ( ) |
| ( ) |
F x
O x

 
本文 hav(x)  文献[9] hav(x)  

N1 8 2 0.250 11.200 11.200 

N2 2 7 3.500 3.111 3.111 

N3 3 7 2.333 4.200 3.111 

N4 7 2 0.286 10.889 10.889 

N5 13 1 0.077 13.000 13.000 

N6 6 2 0.333 10.500 10.500 

N7 6 5 0.833 7.636 8.400 

N8 4 2 0.500 9.333 9.333 

N9 3 9 3.000 3.500 3.500 

N10 8 2 0.250 11.200 11.200 

N11 2 11 5.500 2.154 2.333 

N12 4 4 1.000 7.000 7.000 

N13 1 13 13.000 1.000 1.000 

原文上下元素个数的计算存在多处错误.样本 3
下集数是 3 而不是 2，样本 7 上集数是 5 而不是 4，
样本 11上集数为 11而非 10. 其余 10个元素平均高

度计算结果与文本相同.本文的方法简便直观、易于

计算，对于大规模的偏序集，很容易通过计算机编

程来实现. 

4  结论 

关系矩阵与 Hasse 矩阵具有一一对应的关系，

二者能够相互转换.在此基础上得到： 
（1）对于任给一个元素的在偏序集上的上集

个数等于关系矩阵对应列向量的和，下集元素的个

数等于关系矩阵对应行向量的和. 
（2）所有通过上下集构造的排序公式都可以

用关系矩阵的行和列和进行表示. 
（3）通过算例可以看出，新的计算方法无需

借助与 Hasse 矩阵或者 Hasse 图，并且二者结论一

致，但计算更为简单. 
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